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Abstract: This paper studies the pricing of a kind of exotic path-dependent options, i. e. two-asset Asian
Rainbow opt ions. On the basis of the hypotheses of the Black-Scholes option pricing model, using the ar-
bitrage- free principle, we construct the mult-i factors pricing model which corresponds to the path-depen-
dent characteristic of Asian Rainbow options on two assets. With the boundary condit ions, we derive the
analytic pricing formula of the two-asset geometricAsian rainbow options. With the help of the above ana-
lyt ic solutions, we further use the variate reduction technique in the Monte Carlo simulation to evaluate
the arithmetic Asian rainbow opt ions with two-asset and obtain accurately simulated option price.
Key words: Black-Scholes option pricing model; two-asset Asian rainbow options; variate reduction
technique
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令 V 是决定于 2种色彩标的资产价格 s 1, s2
及其移动路径 I 1, I 2 和时间 t 的亚式彩虹期权价
格, s1, s2满足以下随机微分方程:
 d si ( t ) = Lisi ( t )dt + Risi ( t )dw i ( t ) ; i = 1, 2
(1)
式中: Li 和Ri分别为 si ( i = 1, 2) 预期收益率和波
动率, w 1( t ) , w2( t ) 是相关系数为 Q的两个标准
的维纳过程.
引入路径因子
I i ( t ) = Q
t
0
f ( si ( S) , S)dS; i = 1, 2 (2)
由此,利用多维随机过程的 Ito公式[ 7, 8] ,综合
文献[ 2, 6] 中随机过程复合函数求微分的方法,





9t + f ( s1, t )
9V
9I 1































  R1 s1
9V
9s1
dw 1( t ) + R2 s2
9V
9s2












+ f ( s1, t )
9V
9I 1




































i ( t ) = Q
t
0
lnsi ( S)dS,则在[ 0, t ] 上的几何均值可
表示为




( t) / t










































i ( t ) = Q
t
0
si ( S) dS,则在[ 0, t ]上的算术均值可表
示为
A i ( t ) = I
A










































GVmin( G1, G2, T ) =
  mx( min( G1( T ) , G2( T ) ) - K , 0) (8)
其中: K 为期权执行价格.
为了采用文献[ 6] 的研究结果, 以下结合边







z i = Åi + ( r -
1
2
R2i ) ( T - t)
2
/ 2T,
  i = 1, 2 (9)
V( s1, s2, I 1, I 2, t ) = e
- r(T- t )
W( z1, z 2, t )
(10)
式中: Åi = Ii / T + ( T - t ) lnsi / T
从而方程(6) 转变为































2) - K , 0)
(12)
为得到方程(11) 的解, 进一步令
S = ( T - t) 3/ 3T 2 (13)










W( z 1, z 2, S) = e
rS






































F( x1, x 2, 0) = mx[ min( x 1, x 2) - K , 0]
(17)
结合式(16) ,式(17) 利用文献[ 6] 中的结果得到
F( x1, x 2, S) = x 1N2( d1, d3, Q1) +
  x 2N2( d2, d 3- R S, Q2) -
  K e- rSN2( d 1- R1 S, d2- R2 S, Q)
(18)
N2( A, B, H) 表示积分上限为 A, B相关系数为H的
二维标准正态分布函数.
其中: di =
ln( xi / K ) + ( r + R
2
i / 2) S
Ri S
; i = 1,2,
d3 =













最后由变换式 (13) ) (15) 以及式 (9) , 式
(10) ,回到原变量( s1, s2, I1, I2, t ) 以及函数 V, 从
而得到基于两种色彩标的资产几何平均最小值的
亚式彩虹期权的解析定价公式
V( s1, s2, I 1, I2, t ) = ŝ1N2(d̂1, d̂3, Q̂1) +
  ŝ2N2(d̂2, d̂3- R̂ T - t , Q̂2) - K e- r S @




ln(ŝi / K ) + ( r + R̂
2
i / 2) (T - t)
R̂i T - t
; i = 1, 2
d̂ 3 =
ln( ŝ2/ ŝ1) - R̂
2
( T - t) / 2










@ T - t
T






2- 2QR̂1 R̂2) / 3
ŝi = s









R2i ( T - t)
4T
+
R2i ( T - t)
2
6T 2
设 GVmx( s1, s2, I1, I 2, t ) 是基于两种色彩标
的资产几何平均最大值的几何亚式彩虹期权的价
格,同样以看涨期权为例,其边界条件满足
GVmx( G1, G2, T ) =




GVmx( s1, s2, I1, I 2, t ) =
  V( s1, I 1, t ) + V( s2, I 2, t ) -
  V( s1, s2, I 1, I 2, t ) (21)








AVmin( A 1, A 2, T ) =
  mx( min( A 1( T) , A 2( T ) ) - K , 0) (22)
由于算术均值不满足 Ito过程,所以利用方程
(7) 很难求出其解析解, 在此提出一种离散方法
) ) ) 蒙特卡罗模拟法来求解两资产算术亚式彩








起着综合的作用(参见文献 [ 2] ) .
为了进行模拟,对算术均值 A i进行离散近似
处理
A i ( T ) = E
n
j = 1
si ( Tj )
n
(23)
其中: T j = j @ ( T / n)
结合边界条件(24) 利用风险中性定价原理,
其价格可描述如下:
AVmin( s1, s2, 0, T ) =
e
- rt
EQ[ mx(min(A 1( T) , A 2( T) ) - K , 0)]
(24)
式中: EQ 为风险中性世界中的期望.
根据文献[ 10] 中的结果可知: 随机微分方程
(1) 的解为
si ( T n) = si ( T 0) exp{ ( Li- 0. 5R
2
) ( T n- T 0) +
    R2i ( w i ( Tn ) - w i ( T 0) ) } (25)
假设T 0为当前时刻T 0 = 0, Tj 为标的资产观
察取样的时刻 Tj = T 0+ j @ $T ( j = 1, 2, ,, n) ,
$T = ( T n - T 0) / n为两次观察取样的时间间隔,
T n = T 为到期时刻.
令
Ri ( Tj ) = ln[ si ( T j ) / si ( Tj- 1) ] (26)
由式(27) 容易得出
Ri ( Tj ) = ( Li - 0. 5R
2
) ( T j - Tj- 1) +
  i [ w i ( Tj ) - w i ( Tj- 1) ] ~
  N ( [ Li - 0. 5R2i ] T / n, R2iT/ n ) ( i = 1, 2)
其中: N ( m, T) 表示均值为 m , 方差为 T的正态
分布.
在风险中性概率测度下, 用无风险利率 r 代
替标的资产期望收益率 Li ( i = 1, 2) , 从而
[ R1( Tj ) , R2( Tj ) ] 是二维正态分布的, 均值为
( r - 0. 5R
2
i ) T / n, 方差为 R
2
iT/ n, i = 1, 2,相关系
数为 Q. 这样通过以下过程产生随机成对序列
[ s1( T 1) , s2( T 1) ] , ,, [ s 1( Tn ) , s2( T n) ] .
lns1( Tj ) = ln s1( Tj- 1) + ( r - 0. 5R
2
1) T / n +
    ( R21T/ n) 1/ 2xj (27)
lns2( Tj ) = ln s2( Tj- 1) + ( r - 0. 5R
2
2) T / n +
    ( R22T/ n) 1/ 2Åj (28)
其中: ( xj , Åj ) 服从标准二维正态分布相关系数为
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计算如下:
 Z(T) = e- rTmx(min(A 1(T) , A 2(T) ) - K ,0) (29)
结果经过 M 次模拟运算, Z( T ) 的均值即
E( Z( T) ) 就是基于两种色彩标的资产算术平均
价格最小值两资产算术亚式彩虹期权价格的模拟
估计值.
为了把减少变量技术运用于AVmin( s1, s2, 0, T ),
选择到期收益满足式(8) 的两资产几何亚式彩虹期
权每次模拟价格 W( T) 作为控制变量,记为
 W(T) = e- rTmx(min( G1(T) , G2( T)) - K,0)
(30)
式中: G i ( T) 为 G i离散近似化结果
Gi ( T) = [ F
n
j= 1
si ( Tj ) ]
1/ n
(31)
同理经过 M 次模拟运算, 可得到基于两种色
彩标的资产几何平均最小值的亚式彩虹期权价格
的模拟估计值 E( W( T ) ) , 该期权的解析定价公
式已经由式( 19) 给出.
执行模拟运算以得到 E( Z ( T) - W( T) ) 的
估计值, 因为 Z( T) 和 W( T) 是密切相关的随机
变量,它们在一次控制很好的模拟测试中发生的










的亚式彩虹期权边界条件满足 mx(mx( A 1( T ) ,







种标的资产的初始价格 s 1, s2 均为 40美元 / 股,
期权有效期为4个月, 即T - t = 1/ 3,无风险利率
为 r = 0. 03, 标的资产价格 s1的波动率 R1分别为
0. 2, 0. 3, 标的资产价格 s2 的波动率 R2 分别为
0. 3, 0. 4,相关系数 Q为- 0. 3, 0. 5, 执行价格K 分
别为 35, 40, 45,模拟运算执行次数为 10 000, 时步
长 n = 88.
表 1  两资产算术亚式彩虹期权价格的评估结果
R1 R2 K
未采用减少变量技术 采用减少变量技术










3. 123 51 0.021 34 3. 141 99 0. 000 50
0. 254 36 0.006 91 0. 260 12 0. 000 26
0. 000 81 0.000 35 0. 000 83 0. 000 04
2. 671 54 0.025 48 2. 645 03 0. 000 79
0. 339 72 0.009 68 0. 340 43 0. 000 51










3. 884 84 0.026 96 3. 889 82 0. 000 51
0. 668 47 0.013 03 0. 666 65 0. 000 41
0. 022 94 0.002 35 0. 022 83 0. 000 22
3. 709 14 0.033 88 3. 686 33 0. 000 93
0. 914 22 0.018 97 0. 917 06 0. 000 82
0. 113 02 0.006 55 0. 113 77 0. 000 63
  从表 1可以看出: 通过在蒙特卡罗模拟方法
中采用减少变量技术对两资产算术亚式彩虹期权
定价得到了这种奇异期权价格更精确的估计值.
例如:当参数 R1 = 0. 2, R2 = 0. 3, K = 40, T -
t = 1/ 3, Q= 0. 5时,采用减少变量技术得出的该
期权估计值为 0. 666 65美元, 估计值的标准差为
0. 000 41远远小于没有采用减少变量技术得出的
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